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Bit error rate (BER) performance has been obtained to compare with the performance of signal processing systems
in digital systems.

This paper shows that we find BER performance of simple digital systems based on both central limit theory and
Box-Muller method through computer simulation. We assume that the noise of our model is Additive White Gaussian
Noise (AWGN) with threshold detection of 0.5. We also compare BER performences under gcc in Linux system with
that under Visual C in Windows OS.

1. 緒言

本校電子制御工学科においては、平成 28年度から第 5学年
の学生実験の改善に取り組んでいる [1],[2]。その中の課題の
一つとして、ディジタル系簡易モデルについて誤り率特性を

求めるシミュレーション課題について述べた [2]。
電子制御実験 2 の実施において、TA (Teaching Assistant)

役の学生は、研究室において Linux系の gccを使って誤り率
特性のシミュレーションを求める準備を行う。その他の学生

は、教育用電子計算機システムまたは学生用実験室において

MS-Windows系 OSの Visual Cを使って誤り率特性を求める
プログラミング課題を実施する。

本稿では、白色ガウス雑音を仮定した簡易ディジタル系モ

デル (図 1)において、C言語プログラミングによって計算機
シミュレーションにより誤り率特性を求め、比較および考察

を行う。

2. 誤り率特性の理論計算

簡易ディジタル系モデル [2] における誤り率特性を求める
試みにより、誤り率 (BER)の理論値の計算式を導出できるよ
うになったものの、ごく一部の学生には、

• 誤り率の理論値を計算する式の導出をしてもグラフが描

けない。

• 誤り率の理論値のグラフを曲線で描くにはデータ不足。

などの問題点が見られる場合がある。
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図 1 簡易ディジタル系モデル

しきい値 0.5で AWGNを仮定した図 1の BERの理論値は、

BER =
1
2

erfc
(

0.5
√

2σ

)
(1)

となるが、この式を導出できても誤り率特性のグラフを描け

ない学生が意外に多く存在する。ここで σ は雑音の実効値で、

正規乱数と仮定すると標準偏差となる。誤り率特性のグラフ

は、横軸に SNR(Signal to Noise Ratio; 信号対雑音比; SN比)
の値 X [dB]を

X = 20 log10
1
σ

(2)

で求め、縦軸に BERの値 Y を式 (1)で求めることで描けるよ
うになるが、求めた座標データが不足する場合もある。
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σ の値をいくつか選び、式 (2)と式 (1)を使って、グラフを
描けるようになってくる。この段階では、データ数が不足す

る傾向が見られる。

誤り率の理論値を曲線で描くために、式 (2)より、

σ = 10−
X
20 (3)

のように、X と σ の関係式を導出する課題に取組む。この課

題で式 (3)を導き出せる学生は、更に、

Y =
1
2

erfc

(
10 X

20

2
√

2

)
(4)

という計算式を導き出すことによって、X と Y の連続関数と

して曲線を描くことができる。

3. C言語によるシミュレーション

誤り率特性の計算機シミュレーションは、C 言語または
C++言語を利用したプログラミング課題としている [2]。
雑音としては加法性白色ガウス雑音 (AWGN)を仮定してい
るため、正規乱数が必要となる。C 言語では、標準的な機能
としては rand( ) を疑似乱数として利用できるが、この値

は、Linux系の gccでは 31 bitの非負の整数値であり、また、
MS-Windows系の Visual Cでは 15 bitの非負の整数値である
ため、一様乱数や正規乱数を得るにはプログラムを作成する

ことが、電子制御実験 2の課題となっている [2]–[7]。

3 – 1 先の検討 (中心極限法)
誤り率を求める先の試みでは、中心極限法によるシミュ

レーションを行った [2]。ディジタルデータ数が 100 000 個
で SNRが X = 20 dBの場合、σ = 0.1での実行結果は誤り個
数が 0個となり、BERは対数軸で表示できない。誤り個数が
得られたシミュレーション結果と誤り率の理論値は、良く一

致した [2]。
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図 2 中心極限法 (先の検討)による誤り率特性

図 2に示す誤り率特性のグラフは、先の試みと同じ中心極
限法によるプログラムで求めた結果であるが、少なくとも 2
桁の誤り個数が得られるまでディジタル入力データの個数を

十分に増加させた点に違いがある。図 2より、SNR=16 dB程
度までは、誤り率のシミュレーション結果と理論値が良く一

致しているが、SNRが 17 dBよりも大きくなるにつれて、シ

ミュレーション値は理論値から外れる傾向にある [3],[5]。ま
た、MS-Windows系の Visual Cと Linux系の gccでは、計算
機環境が違ってもシミュレーション結果に大きな違いは見ら

れなかった。

3 – 2 ボックスミュラー法

正規乱数を生成する方法としてボックスミュラー法がある。

ボックスミュラー法を適用して正規乱数を生成するには、2個
の一様乱数が必要となる。本稿では、中心極限定法と同様に

rand( )の値を RAND_MAXの値で割ることで一様乱数を求め

た [2],[7]。ここに、RAND_MAX は rand( ) の最大値で、表 1
に示すように、計算機環境によって値が異なる。

表 1 計算機環境による rand( )と RAND_MAXの値

計算機環境 MS-Windows系 Visual C Linux系 gcc
rand( ) 15 bit 31 bit
RAND_MAX 0x7fff 0x7fff ffff
(10進数) 32 767 2 147 483 647

本稿のシミュレーションでは、ノイズをボックスミュラー

法で作成した。ボックスミュラー法は、計算機シュミレーショ

ンにおいて、一様分布の乱数から標準正規分布に従う乱数を

発生させる手法として知られている。またその式は、U1,U2 が

独立に [0,1]上の一様乱数であるとき、

N1 =
√
−2 loge U1 cos(2πU2) (5)

N2 =
√
−2 loge U1 sin(2πU2) (6)

となり、この N1, N2 は標準正規分布に従う。このように作

成した N1, N2 に係数 σ を乗じたものをノイズ成分とした。

また、一様乱数の発生において、本稿では通常考えられる

rand( )を最大値で除する手法でプログラムを作成した。プ

ログラム上で、U1,U2 は [0,1]上の実数値を取る一様乱数であ
るので、C言語では rand( )/RAND_MAXにより求めることに
なる。ただし、rand( ) の値も、RAND_MAX の値も整数値の

ため、そのまま計算すると整数の除算により、商が全て 0と
なってしまう場合がある。そこで、(double) または (float) に
よる変数の型変換 (キャスト)を行う必要がある。

4. シミュレーション結果による特性比較

C言語プログラミングにより図 1のディジタル系簡易モデ
ルを検討する手順として、まず、ディジタル入力は標準乱数

rand( ) の整数値を 2で割った剰余により、0または 1の 2
値を得る。これがディジタル信号の入力データとなる。図 1
におけるノイズ (Noise) は AWGN を仮定する。AWGN とし
て、中心極限法とボックスミュラー法の両方の場合とも計算

機シミュレーションを検討する。ディジタル信号成分とノイ

ズ成分を足し合わせたものを、0.5のしきい値で 0か 1に振り
分け出力データとし、もとの入力データと比較して誤りを数

えた。この手順を、所望の SNR に応じて式 (2) または式 (3)
により求めたノイズの係数 σ を変えながら、両手法で求めた

標準正規乱数に掛けることを繰り返すことで誤り率特性を導

出した。
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誤り率特性のグラフにおいて、シミュレーション結果の場

合、縦軸 BER は、誤り個数を全データ個数で除して求める。
横軸 SNR [dB]は、AWGNの標準偏差 σ により式 (2)によっ
て定義される X の値である。

4 – 1 Linux系 gccによる誤り率特性
図 3 に、Linux 環境の gcc でコンパイルして求めた計算機

シミュレーションによる誤り率特性のグラフを示す。
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図 3 Linx系 gccによる誤り率特性

図 3より、中心極限法を用いた計算機シミュレーション結
果が、SNR=16 dBを超えると理論値から外れてしまうのに対
して、ボックスミュラー法では、誤り率の理論値と良く一致

していることが分かる。

4 – 2 MS-Windows系 Visual Cによる誤り率特性
図 4に、MS-Windows環境の Visual Cでコンパイルして求

めた計算機シミュレーションによる誤り率特性のグラフを示

す。Box Mはボックスミュラー法を用いたシミュレーション
結果で、CLT ×12 は 12 個の一様乱数を足して 6 引いて正規
乱数とみなす中心極限法を用いたシミュレーション結果であ

る。いずれも、図 3と同一のプログラムをコンパイルした結
果で、計算機環境の違いだけである。
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図 4 MS-Windows系 Visual Cによる誤り率特性

4 – 3 ボックスミュラー法を用いた特性比較

AWGN にボックスミュラー法を用い C 言語による計算機
シミュレーションにより誤り率特性を導出し、比較したグラ

フを図 5に示す。MS-Windows環境の Visual Cおよび Linux

系の gcc でコンパイルして求めた誤り率のシミュレーション
結果を、計算機環境の違いによって比較できる。
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図 5 ボックスミュラー法を用いた誤り率特性

図においてボックスミュラー法のプログラムは同一ソー

スであるが計算機環境の違いにより、実行結果に違いがみ

られた。UNIX 系の計算環境の gcc でコンパイルした実行結
果 (Linux gcc) は SNR が 20 dB 程度まで理論値と良く一致
している。しかし、MS-Windows系 Visual C環境 (Windows
visual C) では SNR が 17 dB を超えると理論値から大きく外
れ、BERは 10−5 程度にとどまる。更に SNRが 22 dBを超え
ると、Linux 系 gcc であっても理論値から大きく外れ、BER
が 10−10 程度において、MS-Windows系 Visual Cと同様の現
象がみられる。

4 – 4 プログラム実行結果の考察

計算機シミュレーションにおいて、C 言語に限らずプログ
ラミングの際に、真の乱数を扱うことは不可能であるため、疑

似乱数となる。

MS-Windows系 Visual C環境において、疑似乱数 rand( )
は 15 bitの非負の整数で表現される。また、 Linux系 gcc環
境において、同一プログラムであっても rand( ) は 31 bit
の非負の整数を取る。よって、プログラム実行すると、 MS-
Windows系 Visual Cでは、215 個のうち 1個は、rand( )の
値が 0(ゼロ)となる。同様に、Linux系 gccでは、231 個のう

ち 1個は、rand( )の値が 0となる。
本稿における計算機シミュレーションにおいては、[0, 1]の

一様乱数を得るため、多くの文献に見られるよう、rand( )

をその最大値 RAND_MAX で割って求めた [2]。この一様乱数
は、ボックスミュラー法のシミュレーションの場合には、U1

および U2 として、式 (5)および式 (6)を用いて疑似正規乱数
の計算を行う。U1 = 0のとき、N1 と N2 の絶対値は、無限大

となる。

MS-Windows系 Visual Cの場合、1/RAND_MAX = 1/215

の確率でU1 = 0となる。このとき、N1 = ∞または N1 = −∞
となる。もし、元のディジタル入力データが 0であれば、雑
音が N1 = ∞の場合誤りとなるが、N1 = −∞の場合しきい値
0.5 より小となるので誤りは生じない。元のディジタル入力
データが 1の場合には逆になる。

MS-Windows系 Visual Cによる計算機シミュレーションに
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よってボックスミュラー法による AWGN を仮定した誤り率
を求める場合、SNRをどんなに大きくしても、誤り率の実行
結果は、理論的に 1/216 = 1.5258789×10−5程度になると考え

られる。また、Linux系 gccによる計算機シミュレーションに
よって同様に誤り率を求める場合、SNRをどんなに大きくし
ても、誤り率の実行結果は、理論的に 1/232 = 2.3283 × 10−10

程度になると考えられる。

中心極限法のシミュレーションの場合、本稿では、疑似一

様乱数を 12 個足して 6 引いたものを標準正規乱数の疑似乱
数とみなしている。このように求めた疑似乱数の取りうる値

は、[−6, 6]となる。疑似乱数のヒストグラムを求めると、正
規分布と良く一致しているように見えるが [2]、真の正規乱数
は [−∞, ∞]であるので、これが誤り率の理論値とシミュレー
ション値の差の原因となる。

例えば、SNRが 20 dBのとき、σ = 0.1となる。本稿で検
討した中心極限法を用いた場合の疑似正規乱数の取りうる範

囲は、[−0.6, 0.6] となる。計算機シミュレーションにおける
しきい値検出 (Detection)において、しきい値は 0.5であるの
で、入力データ 0の場合、疑似乱数の [0.5, 0.6]の値となるも
のが誤り個数としてカウントされる。真の正規乱数を仮定し

た場合には、標準偏差が σ = 0.1 の正規分布の確率密度関数
を [0.5, ∞]の範囲で積分して求めたものが理論値となる。

5. 結言

ディジタル系簡易モデルにおいて、C 言語プログラミング
の標準乱数を利用した計算機シミュレーションにより誤り率

特性を求めた。

中心極限法によるシミュレーション結果において、BERが
10−3 程度までは理論値と良く一致しているが、BER が 10−3

よりも大きくなるにつれて理論値から外れる傾向にあること

が明らかとなった。また、MS-Windows 環境の Visual C と
Linux 環境の gcc に違いは見られなかったことから、計算機
環境が違ってもシミュレーション結果はほぼ変わらないこと

が明らかになった。

正規乱数の発生手法として良く知られているボックスミュ

ラー法によるシミュレーション結果においては、教育用の

15bit 整数値の標準乱数である計算機環境 (MS-Windows 系
Visual C) においては、誤り率が 10−5 以上の範囲においては

誤り率の理論値とシミュレーション値は良く一致するが、そ

れ以上 SN 比を大きくしても誤り率が小さくならないことが
明らかとなった。研究室レベルの 31bit 整数値の標準乱数で
ある計算機環境 (Linux 系 gcc) であれば、誤り率が 10−10 程

度まで、誤り率の理論値とシミュレーション値が良く一致す

ることが明らかとなった。

Linux環境の gccを用いたシミュレーション結果において、
中心極限法は BERが 10−3 程度までは理論値と良く一致して

いるが、BER が 10−3 よりも大きくなるにつれて理論値から

外れる傾向にあることに対して、ボックスミュラー法は、少

なくとも BERが 10−9 までだと理論値と良く一致することが

明らかとなった。

MS-Windows環境の Visual Cを用いたシミュレーション結

果において、中心極限法は BERが 10−3 程度までは理論値と

良く一致しているが、BER が 10−3 よりも大きくなるにつれ

て理論値から外れる傾向にあり、更に SNRが 22 dBを超える
と、より大きく外れることに対して、ボックスミュラー法は、

10−3 程度までは理論値と良く一致しているが、SNRが 17 dB
を超えると理論値から大きく外れ、BERは 10－ 5 程度にとど

まることが明らかとなった。

計算機環境の違いによって、疑似乱数のビット数と誤り率

のシミュレーション結果を考察すると、真の正規乱数を仮定

した数式を数学的 (解析的)に積分して求めた誤り率の理論値
とは大きく外れるものの、疑似乱数のビット数に基づいて計

算したボックスミュラー法を用いた場合の誤り率の理論値と

は良く一致することが明らかとなった。

本稿では、C 言語による計算機シミュレーションで、一様
乱数を計算する際、非負の整数値を取る乱数の基本機能を利

用して、その最大値で除した値を一様乱数としたが、一様乱

数の発生手法を検討 [5]することによって、ボックスミュラー
法を用いた誤り率のシミュレーション結果が異なることも考

えられる。また、本稿で検討した中心極限法では、一様乱数

を 12個足して、疑似正規乱数を求めたが、この個数を増やす
ことによって、誤り率の理論値と良く一致する場合も考えら

れる。これらについては、今後の検討課題としたい。

本稿では、簡易ディジタル系モデルについての検討であっ

たが、今後、現実の通信系または記録系のディジタル系シス

テムについて検討する場合には、図 1において、符号化や復
号化、波形等化についても考慮する必要がある。

本稿でAWGNとしてボックスミュラー法を用いて疑似正規
乱数による計算機シミュレーションで誤り率特性を求めたと

き、どんなに SNRを高くしても BERが残留する現象が見ら
れたが、これは、エラーフロア現象とも類似している [8],[9]。
光通信では、誤り訂正後のビット誤り率を 10−15 以下とい

う極めて低い値にすることが要求される場合がある [9]。本
稿で検討したボックスミュラー法のシミュレーションでは、

Linux系 gccの結果でも BER=10−10 程度で残留するため、本

稿の内容を光通信へ発展させるには、AWGNの発生手法につ
いて、更に検討を要する。

一方、光衛星間通信実験衛星においては、上りリンクの

所要性能が BER=10−3 との報告もある [8]。このような光無
線通信に、本稿の内容を適用するには、Linux 系 gcc でも、
MS-Windows系 Visual Cでも、問題なく実施可能である。
ディジタル磁気記録系においても、誤り訂正を行う前の生

の誤り率においては、従来、10−3 程度の誤り率による性能で

十分であるとされ、多くの研究報告においては、10−4 の誤り

率を達成する SNR の評価が多い [5], [10]–[16]。この場合で
も、いずれの計算機環境によるシミュレーション結果にも問

題ないといえる。

電子制御実験 2では、本稿で述べた簡易ディジタル系モデ
ルの誤り率のシミュレーションのほか、放射線の測定と測定

結果が正規分布状とみなす統計処理などもあり [2]、本稿と大
いに関連する内容である。

また、本稿の実験テーマを実施する際に、電子制御工学科
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における情報処理教育による C 言語または C++ 言語教育も
必要になる。本稿で検討した、計算機環境の違いによる実行

結果については、乱数を取り扱うプログラミング教育にも関

連する内容であり、今後の教育改善が期待される。

なお、研究室においては UNIX系 OSにおいて 48ビット整
数演算を利用した疑似乱数発生関数が備わっている場合があ

るが、教育用環境で標準的な利用ができないため、本稿では

割愛した。
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